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RESUMO: Manifesta-se a intencdo de pesquisa para resolver algum problema na gestdo do
processo de ensino e aprendizagem. Abordou-se o trabalho sob o titulo: Principios
Metodolégicos para a Determinagio de Funcdes Inversas, uma Realidade no Ensino
Secundirio. A inten¢io esteve movida pela preocupagio de que havia situa¢Ges incertas de
considerar se a fungdo inversa de y = f(x) definida em A sobre B é:y = f1(x) oux = f~1(y)
ou ainda se é x = g(¥), tal como aparece em diferentes livros. Esta situagio conforma o
problema de investigacdo que é: a existéncia de diferentes notagdes de fungdes inversas de y =
f(x). O objetivo consiste em quebrar os equivocos na determinagio de funcdes inversas de
formas que tendo uma fung¢io dependente de X, a sua fun¢io inversa também depende de x ,
isto é, se y = f(x) a sua funcio inversa é y = f~1(x). Sendo x = f~1(y), esta ndo é a notacio
de uma funcio inversa de y = f(x), falta outro procedimento. Partindo da notagio geral da
funcdo, y = f(x), substitui-se o ¥ por X e o X por ¥, obtendo, x = f(y), para depois isolar-se y
em fungio de x onde: y = f~1(x). A condi¢io x = f~1(y) como funcio inversa de y = f(x),
conduz erroneamente os resolventes na obtencdo da fungio inversa a partir de y = f(x). Desta
forma, se y = f(x) é bijetiva, definida de A sobre B, obtém-se: y = f1(x) também bijetiva,
definida de B sobre A. Também, outros autores consideram que a fungdo inversade y = f(x) é
x = g(¥). Tudo isto conduz, o aluno a uma série de dividas e equivocos que nio o ajudam na
determinac¢io adequada de fung¢des inversas. Para tal, impGe-se o dispositivo préitico para a

resolugio deste problema.
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ABSTRACT: The research intention arises from the need to address a problem in the
management of the teaching and learning process. The study was developed under the title:
Methodological Principles for the Determination of Inverse Functions: A Reality in Secondary Education.
The motivation stemmed from the concern that there were uncertain situations regarding
whether the inverse function of ¥y = f(x), defined from A onto B, should be expressed as y =
f71(x) or x = f71(y), or even x = g(y, as found in various textbooks. This situation defines
the research problem, namely: the existence of different notations for the inverse functions of
Yy = f(x). The objective is to clarify the misconceptions in determining inverse functions,
showing that, given a function dependent on X, its inverse also depends on x. That is, if y =
f(x), its inverse is y = f~1(x). Since x = f~1(y) is not the correct notation for the inverse of
Yy = f(x), another procedure is required. Starting from the general notation of a function y =
f(x), one substitutes y with x and x with y, obtaining x = f(y), and then isolates y in terms
of x, resulting in y = f~1(x). Considering x = f1(y) as the inverse of y = f(x) leads to
errors in the process of obtaining the inverse function from y = f(x). Thus,if y = f(x) is
bijective, defined from A onto B, then y = f~1(x) is also bijective, defined from B onto A.
Some authors also consider the inverse of y = f(x) tobe x = g(y), which generates a series
of doubts and misconceptions among students, hindering their proper understanding of inverse

functions. Therefore, a practical approach is required to resolve this problem.
Keywords: Function. Inverse Function.

RESUMEN: La intencién de la investigacién surge de la necesidad de resolver un problema en
la gestién del proceso de ensefianza y aprendizaje. El trabajo se abordé bajo el titulo: Principios
Metodolégicos para la Determinacién de Funciones Inversas: Una Realidad en la Educacién Secundaria.
La motivacién provino de la preocupacién por las situaciones inciertas al considerar si la
funcién inversa de y = f(x), definida de A sobre B, debe expresarse como ¥y = f~1(x), x =
1) o incluso x = g(y), tal como aparece en diferentes libros de texto. Esta situacién
constituye el problema de investigacién: la existencia de diferentes notaciones de funciones
inversas de y = f(x). El objetivo consiste en aclarar los equivocos en la determinacién de
funciones inversas, mostrando que, dada una funcién dependiente de X, su inversa también
depende de x. Es decir, si y = f(x), su funcién inversa es y = f~1(x). Dado que x = f~1(y)
no representa la notacién correcta de la funcién inversa de y = f(x), se requiere otro
procedimiento. Partiendo de la notacién general de la funcién y = f(x), se sustituye y por X
y X por Y, obteniendo x = f(¥), para luego aislar y en funcién de x, donde y = f~1(x).
Considerar x = f~1(y) como funcién inversa de y = f(x) conduce a errores en la obtencién
de la inversa. De este modo, si y = f(x) es biyectiva, definida de A sobre B, entoncesy =
f71(x) también es biyectiva, definida de B sobre A. Asimismo, otros autores consideran que la
funcién inversadey = f(x) es x = g(¥), lo que genera una serie de dudas y equivocos que
dificultan al estudiante la determinacién adecuada de funciones inversas. Por lo tanto, se
impone un dispositivo préctico para la resolucién de este problema.

Palabras clave: Funcién. Funcién inversa.
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1 - INTRODUCAO

O processo docente-educativo é um fendémeno social, cuja solugdo de seus problemas
desdobra-se por fases, até a obtengio de resultados desprovidos de equivocos. Pressupde-se que
por fases, o processo vai obedecer a etapas, sem queimar estddios; o lugar nio importa tanto se
é na escola, no domicilio ou ainda em algum centro de estudos, o que conta é que a tarefa
encontra sempre algum espaco para a sua realizac3o.

De facto, o problema prende-se com a ambiguidade e falta de clareza na consideragio de
x = f71(y) como funcio inversa de ¥y = f(x). Outros autores consideram funcio inversa
dey=f(x), a fungio x = g(y). Neste sentido, os alunos nio tém uma forma
metodologicamente estivel para a determinagio de funcdes inversas e dai é que surgiu a
intencio de produzir o trabalho com o titulo “Principios Metodolégicos para a Determinacio

de Funcdes Inversas, no Ensino Secundario”(Nolasco, 2001).

2 - APORTE TEORICO

A base que sustenta teoricamente o trabalho foi explorada em Demidovitch et al. (1993),
uma das obras mais amplamente consumidas nas lides académicas de nivel médio e superior em
periodos anteriores, onde se constata uma nota¢do que oferece muitas dividas aos alunos, na
determinacio de fungdes inversas.

Para Santos (s/d), manifesta-se uma notacgio obtida de func¢des inversas da forma x =
f1(y). A referida notagio nio cumpriu com o primeiro passo e evidenciou o segundo passo de
uma forma nio clara. Este cendrio complica ainda mais o aluno, se o corpo docente nio estiver
atento, transporta estas formas dabias e confusas para a sala de aulas, o que ocasiona uma série
de problemas. Ainda, se o docente enveredar por outra via de notagio; X = g(y), como fungio
inversa de y = f(x) é outro equivoco que leva o aluno a ter sérios problemas, no tratamento e
assimila¢do do contetido. Em suma, o processo docente-educativo é muito delicado, nio deve
contar somente com o material disponibilizado, mas antes contar com:

a) aproficiéncia do docente no assumir de suas responsabilidades;
b) o espirito critico do que 1é e do que consome em termos de literacia;

c) o zelar pelo que leva para a sala de aulas, para partilhar com os seus alunos.
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2.1 — Aspetos preliminares na determinagio de fun¢Ses inversas

Esta subsecio manifesta o leque de requisitos para que uma determinada fungio real de
varidvel real garanta a sua inversa.

Uma dada fungio y = f(x) definida de A sobre B admite uma funcgdo inversa se y =
f (x) for bijetiva.

Defini¢do 1: A fungio y = f(x) definida de A sobre B é bijetiva se for injetiva e sobrejetiva em
simultineo. Assim y = f(x) denota-se por:

f:A—-B

Definicdo 2: A fungio y = f(x) definida de A sobre B é injetiva se de diferentes elementos de
x(x1, X2, X3, cuev) Xy, ...) Obtém-se diferentes elementos de y(Vi,¥2, V3, vver Vi) ¥V = f(X).
Denota-se por: Xq # Xy # X3 F " F Xp F =+ = Yy F Yy F Y3 F = ¥ Y, # = (Santos, s/d)

Defini¢do 3: A funcio y = f(x) definida de A sobre B é sobrejetiva se todos elementos de B
servem de imagem aos elementos de 4, isto é, o contradominio é igual a imagem de A. Denota-

se por: I,y = B.

Definicdo 4: Composicio de funcdes: sejam as funcgdes ¥y = f(x) e y = g(x) bijetivas,
considera-se f[g(x)] como fungio composta de f que depende de g.

Denota-se por: fO0g = f[g(x)]
fog # gof
A condicio f0g = g0f seesésef =gt V g =f"1. Assim,sendoy = f(x) ey = g(x) vem:
f0g = g0f =x

Definicdo 5: Funcio identidade (I = x), é toda a funcio em cada elemento de X transforma-se
em si préprio.

Definicdo 5: A composicdo de duas fungdes inversas entre si, garante a func¢io identidade (I =
X).
Se f0g = gOf =x éporque f=g tvg=f1

Exercicio: Dadas fung¢des reais com varidveis reais verifique se sio bijetivas e manifeste o
resultado de suas composigdes:

a) f(x)=3x—-2; g(x) =5x+1deRemR

b) fog ; gof

c) Seh(x) = xT_l de Rem R, ache hog. E qual é a consideragio de h em relagdo a g e vice-
versa

Resolucio:

a) A funcio f(x) = 3x — 2 definida de Rem R,

X e |72 -1 o I (2
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y | |78 |5 [-2 |1 |4

De diferentes valores de x, embora tenham sido atribuidos por representatividade, por
serem apenas inteiros numa altura em que se trata de uma funcio real de varidvel real, obtém-
se diferentes valores em Y, logo a funcio em causa é injetiva. Como todos os valores de y em
R, servem de imagem aos valores de x em R, logo a fungio é sobrejetiva. Portanto, a fun¢io em
referéncia é bijetiva.

A fungio g(x) = 5x + 1, de igual modo é bijetiva pelo mesmo tratamento.
b)

fog = flg(®)]

fog =3(05x+1)—2
fog =15x +1

A

gof = glf ()]

gof =5(Bx—-2)+1
gof =15x—9

Sx+1-1

c) hog:T_x

Neste sentido h(x) é fungio inversa de g(x), vice-versa. Da mesma forma pode-se escrever:

h(x) =g7'(x) vg) =h"'(x)
2.1.1 — Contraexemplos de fungdes injetivas e sobrejetivas

Na vida, existe situacdes que melhor se entendem partindo de contraexemplos. Neste
sentido, manifesta-se um contraexemplo da fung¢io injetiva e outro contraexemplo da fungio
bijetiva.

Uma fungio é nio-injetiva se assumir o mesmo valor para y de diferentes valores em x.

Por exemplo: f(x) = x* de Rem R.

X[ |72 |71 |O |1 ]2
V0 |4 |1 |o |1 |4
Nesta tabela de valores, nota-se que: ..., —2 # 2,—1 # 1, ..., obtém-se respetivamente:

-1 e 1 valores diferentes de X, obtém-se o mesmo valor de y que é 1;
-2 e 2 valores diferentes de X, obtém-se o mesmo valor de y que é 4 e assim sucessivamente.
Neste sentido a funcio f(x) = x? de R em R, nio é injetiva e por consequéncia também nio

bijetiva.
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A fungio nio é sobrejetiva, quando nem todos os elementos do conjunto de chegada servem de
imagem aos elementos do conjunto de partida (dominio).

Por exemplo:

f(x) = Vx de Rf em R (R¥, conjunto de nimeros reais ndo — negativos)

X |e. O] |2 |3 4

y | o] [\/2] 3 |2

Desta tabela, depreende-se que nem todos os niimeros reais servem de imagem aos
elementos do dominio dos niimeros reais nio-negativos, segundo a defini¢o da func¢do. Assim,
a fung¢io ndo é sobrejetiva. Por exemplo, na tabela, ndo encontramos niimeros negativos de y

que possam servir de imagem aos elementos de x.

2.2 — Dispositivo prético para a determinacdo de fungdes inversas

Conhecida a funcio Yy = f(x) e a sua definicdo de A sobre B, sendo bijetiva, para se

determinar a sua fungdo inversa obedece-se a seguinte regra:

12. Substituir o X por y e o y por x;

10

22. Isolar o y em funcdo do x.

2.2.1 — Verificacdo de fungSes inversas entre si

Depois de se ter obtido a funcio inversa de y = f(x) que se denota por: y = f~1(x), procede-
se a composic¢do de funcdes, cujo resultado é a fungio identidade I.

I = x, fungio que cada elemento de x transforma — se em si proprio).

fOOf 1 (x) = f7H(0)0f (x) = x
Exercicios

1 - Determine a funcio inversa de:

a) f(x) =3x—2deRemR

b) g(x) = 5x+1deRem R

o) h(x) =">deRemR

d f(x)=x>-—1deRemR

e) glx)=1log(1—x) de |—o;1[ em R

2 - Faga com que a fungio y = x2 4 x + 1, admita sua funcio inversa bem como as suas
definicdes.

. . ~ ~ 2 . ~ .
3 — Determine todas as condi¢des para que a funcdo g(x) = 2% tx+1 admita a fun¢io inversa.
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Resolugio:

a) Sendoy = f(x) = 3x — 2, uma fungio bijetiva vem:

y=3x—2
12 substituir x por y e y por x vem:

x=3y—2
22 Isolar y em funcdo de x

x+2 x+2
— — F-1 —
y=—3 7 =—
X+ 2
f(x)Of‘l(x)=3<T)—2=x+2—2=x
\Y

3x—2+2 _

FH00f () = 2

Logo, f~1(x) = x:%z ¢ funcdo inversa de f(x) = 3x — 2

b) y =g(x) = 5x + 1. Procedendo da mesma forma vem:

y=5x+1
x=5y+1
x—1 x—1
= — -1 = 4569
y =4 (x) z
Verificagio:
1 5v+1-1
g 0g(r) = ——F—=x
c)
x—1
:h =
y = h(x) z
y—1
X =—

5
y=5x+1=h"1(x) =5x+1

Verificagio: h(x)0h~1(x) = 22 = &

5
d)
y=fx)=x*-1
y=x3-1
x=y3—-1

y=Yr+1=f1x)=Vx+1
Verificacio: f(x)0f ~1(x) = (SVx + 1)3 —-1=x
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e)
y=gx)=log(l1—x) de ]|-;1[ emR

y =log (1 —x)
x=log(1—-1y)
10¥=1-y

y=1-10* = g 1(x) =1—10*de Rem ]—o0; 1|
Verificacio: g(x)0g~1(x) =log(1 — 1+ 10%) = x
Resolvendo a questio 2 vem:

Tratando-se de uma funcio quadritica deve-se determinar as coordenadas do vértice

b A 13 . ~ 7~ e s .
V(_Z’_E) = V(_E’Z) dai, sabe-se que a funcio é ndo injectiva porque quanto a sua
monotonia:

A funcdo decresce de ]—OO, — %[ e cresce ]— %, +OO[

;- ~ . , 3 T .
O dominio da fungdo é R e a sua imagem é: [, = {y ER:y > Z} Isto significa que admite
valores iguais para Y, aplicando valores diferentes de x. Por conseguinte, n3o é bijetiva.

Para que seja possivel determinar a sua inversa, fragmenta-se o seu dominio em dois intervalos,
como é o reflexo da monotonia da mesma funcio.

Desta situagdo pode-se ter:
19)y = x2 + x + 1, definida de ]—oo, —ﬂ emB' +oo[,
\%
20)y = x2 + x + 1, definida de [—% +oo[ em B +oo[,
Para o 12 caso vem:
y=x+x+1
x=y*+y+1
Isolando ¥y em fungdo de x vem:
y’+y+1-x=0, a=1 b=lec=1-x
A=b*—4ac=1-4-1-(1-x)=4x-3
1-Vax =3

Y1 = >
fitlx) = _ I4vax-3 V:x_?’ definida de: E,+oo[ em ]—oo,—%]
Para o 22 caso vem:
y=x*+x+1
x=y*+y+1
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Isolandoyem fungz'io de X vem:
y?+y+1—x=0a=1b=1lec=1—x
A=b?—4ac=1-41.(1—-x)=4x-3

_—1+\/4x—3
B 2

V2

fitlx) =—

Assim tem-se duas alternativas, quer dizer a funcio ficou fragmentada em duas para

bzﬁ definida de: E, +°°[ em [_i' +oo[ '

corresponder a exigéncia da bijetividade. Neste exercicio nota-se a verificacdo, da troca dos
dominios respetivos da funcio ¥ = f(x) para o contradominioday = f;}(x) eday = f; 1 (x),
vice-versa.

No entanto, significa dizer que, das duas alternativas, pelo menos uma é funcio inversa
da funcio inicial (y = x% + x + 1).

Resolvendo a questio 3 vem:

Para a funcioy = g(x) = 2%°+2+1 dosenvolve-se uma tabela de tripla entrada;

x eee |2 | -1 1 o 1 2

X>+x+1|- (3 |1 E 1 (3 |7
4

y=g(x) [~ |8 |2 23/4 |2 |8 |128

Nota-se que existem diferentes valores de X que garantem os mesmos valores em Y, logo

~ ~ e e . A . ~ , e e . . .
a fungao nao e m]etlva € por consequencia nao e b11et1va. Graﬁcamente existe um eixo de
. . , 1

simetria que e: X = — E .

Quanto a sua monotonia:

1

A funcio é decrescente de: ]—OO; — E[

1
A funcgio é crescente de: ] -3 -|-OO[
Para se garantir a bijetividade da funcio, deve-se fragmentar a mesma em dois dominios:
1
12 caso: y = g(x) = 2°°***1 definida de: ]—00; _5] em [2%/%; +oof

22 caso: y = g(x) = 2X°***1 definida de; [—%; +00[ em [23/%; +oo|

Procedendo o célculo de fungdes inversas para cada caso vem:
) = X2 +x+1

y=9(x
y = X2 +x+1
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Trocar o X por y e oy por X vem:
x = 2Yity+1

Isolar ¥y em fungdo de X vem:
Uma das possibilidades consiste em aplicar 4 igualdade, o logaritmo de base dois

log, (x) = log, 27+ *1)

log,(x) = (2 +y + 1Dlog,(2); sendo log,(2) = 1, vem:

y2+y +1—-1log,(x) =0

Sendo uma equagio quadritica em relagio a varidvel y vem:
a=1, b=1, c=1-1log, (x)
A=1-4(1-1og,(x)) = 4log,(x) — 3 =log,(x)* —log; (8)

x4
A=log, (x)*—1lo g,(8)=log, <T>

4 4
-1- /logz (%) 1+ /logz (%)
2 - 2

v
e -1 (o) = : __ _ w2

>
@, definida de: [23/4} +°°[ em ]—oo; N 1]

2

y1=9" k)=

-1 —
) 1(.7(,') -
Estes intervalos foram obtidos pela defini¢do da funcdo inversa. Agora procede-se a

homologacdo dos mesmos, pela obtencdo do campo de existéncia da fungio;

4
1+ [log, (%)
2

g_ll(x) = -

1 N2 o
ng 8 =

x4-

—>0
8

A segunda condigio;

4
% > 0, é dada pela pela condigao de existéncia do logaritmo

lo AN 4 4
gz(8)—0:{10g2(%)210g2(1)=>{ X >1
x <

8
%4>0 x* >0 0vx>0

Revista Ibero-Americana de Humanidades, Ciéncias e Educacio. Sio Paulo, v. 11, n. 10, out. 2025.
ISSN: 2675-3375



. Revista Ibero-Americana de Humanidades, Ciéncias e Educacaio — REASE

x*—8

{TZO/.8=>{ <x‘;—v82>00=>{(x2—\/§)(x2+\/§)20

x<0 Vx>0 * x ¥<0vx>0
Resolvendo a inequacdo (x? — v8)(x% +V/8) = 0 vem:
(FZ—JESO\/VZ—V§ZO)c>
x?+vV8<0 W2++v82=0

({@—%)(y%)sov{(x—%)(xﬁ/@)zo)@g,V(x_vg)(x+</§)20
R

& (x — V8)(x + V/8) = 0. Desta inequagio deduz-se que:
{st§v{x2V§
x<-V8 W>-V8

Compondo o sistema anterior vem:

4 4
{XS_@VXZ\/gﬁxs_ngxzvg
x<0vx>0

Nesta condi¢io, o dominio de

@xS—WVxZ%

4
1+ [log, (%)

2 4573
ouéx < —18 oué x = /8, bastava uma das alternativas.

g_ll(x) = -

L ’, 4 . . e ~ .
Por compatibilidade é: x > /8 = [23/4, +OO[ o que confirma a defini¢io da fungio inversa. O
contradominio desta fungido é dado pela atribui¢io de valores a x, segundo o intervalo e daif tem-
se:

1 1++/5

21 ) 2 ) ey ) s

Ordenando crescentemente vem:
14++/5 ) 1
) ) ) 2 ) ) 2

Por representatividade dos niimeros reais e pela intui¢io matemitica que se tem vé-se que a

disposi¢do de niimeros satisfaz o intervalo;

1 i , . -
—00,—-| queéo contradominio da funcio:

4
1+ flo g2, (%)

2

g_ll(x) = -

Para g_lz(x) = —

)
1- (lo gz(%)
2

, definida de: [23/4; +00[ em ]—%, +OO].
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Aludindo ao mesmo tratamento quanto a alternativa anterior confirma-se, por analogia,
a defini¢do desta funcio.

Desta feita procede-se a verificagio:

24x2+4x+4
1+ flog, (2552

91" (x)0g(x) = - >
1+ \/10 gz( 24x2+4x+4—3)
97 (00g(x) = - :
1 1+ Vax2+4x+1

97 ()0g(x) = - .

1 2 1)2

67 (10g(x) =~ HEED

0T 00900 = — 2L iy

2

Neste sentido:

4
1+ flo gz(%)

g‘ll(x) = — . nio é funcio inversade y = g(x) = 2x +x+l
Para: 4574
1— \/]0 gz( 24x2+4x+4—3)
67 (009 (x) = - _
_ 1— V4x?+4x+1 1-(2x+1)2
97" (0)0g(x) = - 5 =- 5
) 1—2x—1  (=2%)
97" (0)0g(x) = - =- =
2 2
1- ’log2<%4)

Portanto, g‘lz(x) =— é fungio inversa de y = g(x) = 2x"+x+1 pelo facto de a

2
composi¢io de duas funcdes garantirem a fungio identidade (I= x).

3 - CONSIDERAGOES FINAIS

Em fase de monografia, setembro de 2001, um dos autores deste artigo j4 manifestava um
espirito de investigacdo com vista a dirimir dificuldades no tratamento de fun¢des inversas no

Ensino Médio e n3o sé, naquela altura. Tendo em conta a realidade explorada e as dificuldades
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que ainda hoje persistem em algumas fases da formagio matemaitica, tecem-se as seguintes

consideracdes:

1-

Todo o docente ou pesquisador deve estar imbuido de espirito critico sobre as literacias a que

faz recurso, na realizacdo das suas tarefas;

2- Uma fungio de X, a determinacdo de sua funcdo inversa demanda igualmente uma fungio
de x;

3- A notacdo x = g(¥) ndo é apropriada como funcio inversa de y = f(x);

4- A notagio x = f~1(y) ndo estid completa para se determinar a fungio inversa de y = f(x);

5- A notagio da fungdo inversa de y = f(x) é apenas y = f~1(x);

6- A notacio x = f1(y) é apenas uma funcio escrita na ordem inversa da variavel da funcio
y = f(x), sem que isto signifique ser funcdo inversa desta;

7- Algumas obras literdrias, manifestam nota¢des dubias, que conduzem os manuseadores das
mesmas a resultados erréneos.
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